Nowy wzór 
do 


całkowania za pomocą szeregów 


przez 


Józefa Tetmajera. 


annn 


E. 
Dwa wzory mamy do całkowania szeregami. 
Niech będzie ogólnie różniczka dana 
F' (z) da. 
Pićrwszy z tych wzorów: 


SJE œ de=C+F(0)e + PO 5 


i c” 
+ F” (0) 1158 **** 

jest prostóm zastósowaniem wzoru MACLAURENA. Daje 
on ten sam szereg, który otrzymujemy rozwijające 
daną różniczkę według rosnących potęg ilości œ, i cał- 
kując z osobna każdy wyraz szeregu. A że wykona- 
nie tego działania jest ogólnie łatwiejszóm, powyższy 
wzór rzadko bywa użytym. 

Tak atoli otrzymana całka daje tylko wtedy 
wartość zcałkowanćj różniczki, jeżeli ilość z jest 
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względnie bardzo małą. W przeciwnym bowiem razie 
szereg jest rozbieżnym, lub zbiega tak powoli, iż zbyt 
trudno jest osięgnąć dostatecznie przybliżoną wartość 
funkcyi, którą on wyraża. 

Nie może tóż być użytym kiedy dla« =O pocho- 
dne F" (0), F” (0).... stają się nieskończonemi. 

Drugi z tych dwóch wzorów tak się daje wy- 
prowadzić: 

F (x) = F (x + Ax — Ax) 
= F (x + Aa) — F (s + Ax) la + F” (x + Ax) > 
w ha? 
=E* © +48) rzzt*':* 

a zatóm 


F(x +A 2) =F(x)+F' (œ + Ax)Ax — F“ (x+ Ax) TZ 


nu Ż ARE 
R rid Ty 
co nam daje dla z = 0, Az = z. 
zp 
JF e) da = C + FP (a) æ — F" (e) i5 


+ pF" (x) 


x? 
RÓ 0- 

Tu już nie można uniknąć wyprowadzania po- 
chodnych F” (æ), F“ (æ)... które najczęścićj postę- 
pują ciągle zwiększającómi się wielomianami, tak, że 
obliczenie pićrwszych cztórech lub pięciu wyrazów 
szeregu już długiego rachunku wymaga. Nie starano 
się tóż z tego wzoru wyprowadżić szczególnych wzo- 
rów, którychby wyraz ogólny od rachunku funkcyj 
pochodnych raz na zawsze uwolnił. 
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Z tego to powodu ten wzór drugi, pomimo tego 
że nie sprowadza niedogodności wzoru swikego, 
mniej jeszcze używanym bywa. 

Do tych dwóch wzorów przyczyniam trzeci. 

W rozprawie mojéj Principes fondamentaux du 
calcul transcendant, ogłoszonéj w Paryżu w r. 1857, 
dałem nieznane jeszcze rozwinięcie funkcyi F (© +å a) 

Pomijając zasady, z których tam wyszedłem wy- 


łożę je tu w następujący sposób: 


F' +8 
zerze EP 
F“ (z + z) AG 
iA RL 
ro-r(sĘ-$) 
pu Ax 
sret- regji Ea 
F” (e+ A ee 
g E N N w 
a przeto 
F(c+Ax) — F(a)=2 | F (+ Z) 5- 


Fu (z + 2) E (24) w 
i TEJ” 6 * TZKAO Sa pA 


Wydz. matem.-przyr. T. VI. 30 
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Pr (e +7) Aa KAM ae 
AL = SAGE Aaaa LUKA 


i nareszcie kładąc O w miejscu © a « w miejscu Av 
otrzymuję: 


JFodw= A F(G)7 
ASPRACPNA 


MASE. +DB40 2% 
IL 
Teraz porównaniem całek, jakie dają te trzy 
wzory, pokrótce wykażę, że do całkowania różniczek 
funkcyj przestępnych użycie tego ostatniego wzoru 
jest najskuteczniejszćm. 
Zacznijmy od całki: 


W la: = log ©. 


Wzór pićrwszy daje: 
dz źe 8 
FK O AW JADE 4 
a dla z = x — 1, 


+ 


da _ (06—1)*. (01) _ (2—1)* 
AIRCE] ZG A ZAPARĆ KE 
drugi 
dz z 2? z? 


Ire PTAŃICETYMEJ(CEDU 
z* 
RAGZO 
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a dla z=«— 1, 
du _c—1 (e—1)* (c—1)* (c—1)* 


© © 2g? 8L? 4a* aos 


trzeci 


z? 


PRE =2 (zf; t ETEEN 
z5 z” 
+ zaFzs* raze 1-7) 
a dla ż=«—l, 


i es d s ( — A 1 dy -4 ? 3 
E + TTW AU + 1 
1 e—1l* 1 
Ab RÓW ; G) + 1) 
Widzimy już, że te ostatnie dwa szeregi są 
zawsze zbieżne; ale ich względną zbieżność liczebnóm 
tylko zastósowaniem ocenić możemy. Weźmyż na przy- 
kład log 2. 
Biorąc tylko piórwsze cztóry wyrazy każdego 


z tych trzech szczegóinych wzorów, otrzymujemy na- 
stępujące przybliżone ilości: 


1) log2=1 —5 +4 — pt... = 0,58888 
1 1 1 $ 
1 1 1 
3) log2=2 (Z+ zs + gp tz gr-)=060818.. 
a jest 


log 2 = 0,693147180. 
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Mamy więc do wyrachowania logarytmów wzór 
nagle zbieżny: 


log a= 2 (33t EF 


1 je— 1 1 æ- ly” 
PZ 3) + ze: 1) Thy: J 
Jednakowoż dla wielkich wartości z, zbieżność 
jego słabnie. Należy wtedy położyć æ =n + z, tak, aby 


log n był wiadomym, a ilość z jak najmniejsza. I będzie 


z 


log (1 + 2) =logn+ 2( EnF z’ 


z 

2n+z ý% 
z5 

tagay t) 


Ten szereg oddawna znany, wynika także bez- 
pośrednio z naszego trzeciego wzoru. 


TII. 
Przystąpmy teraz do całki: 
da 
UE 
Powyższe trzy wzory dają: 
dz DB +-0, saw 5 
1) zka 1 05787719 
2a? 3a—a* 
a J ria SITP EDR 


40'—40 5a —10a' +a* 
4ifaj"t""gifays  *' 
da _ (> (6 x? — 8) x° 
3) 1+a*  M+a*  34+a5) 


(100*—80w* + 32) x" . (140*—2800*+6720'—128)x" 
—ddfa>  " ENa 
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NiC: x? — 672 x° +4032 x*— 4408x? + 512) x° ) 
9 (4 + x°)? Snt 
Dla ocenienia względnćj zbieżności tych trzech 
szeregów, połóżmy æ= 1 i weźmy w każdym pióćrw- 
sze pięć wyrazów. A tak otrzymujemy : 
1 1 1 1 


1) qre 45° =1- -z+ -7 + -g = 0,83492 . 
2) arc 45° = Eg tz has 3 
4 = 0,78540 ... 
a jest 
arc 45 = RAE = 0,785398 ... 


Kiedy jest «> 1, piórwszy z tych trzech wzo- 
rów szczególnych jest rozbieżnym; ale drugi i trzeci 
pozostają zbieżnemi. 

Gdy ten szczególny wzór trzeci uzupełnionym 
jest wyrazem ogólnym składnie urządzonym, użycie 
onego najmniejszój nie ulega trudności. Lecz zanim 
przystąpię do ostatecznego wykazania wzoru tego, pi- 
- szę tu jeszcze dla łatwiejszego sprawdzenia wykona- 
nego rachunku, jedćnaście funkcyj pochodnych, któ- 
rych pićrwszą jest: 


; 


1+a* 


1 
1) rFa' 
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D - drag 
3) 18 1 a)" 


4a? — 40 
4) — Í. REET 


5a«* — 102? +1 
5) r B P ERATA 


65—20 r6a 
r K 
6) 1. 2.3. 4,5 GH sie 


: 72 —35x'+21217—1 
7) y 8 2. 3. 4, 9. 6 (1 + m)" 


8x1 —56«5+562*—82 
8) =2. 0. 85255..6: f GF a NE. 


9x? — 84x? +126x*— 36x241 
C E A A P 4:90:26: arne a 


— 1. 2. 8. 4.5.0. 1. 8.9 


10) 
10 x? — 120 x’ + 252 xë — 120 z? + 10% 
(1 + grys 
11) Ioa 40: 0. 4: 8, 9. 40 


112° — 165 x° + 462 a" — 380 æ + 55 a’ — 1 
( 1 + Fi a 

Ztąd biorę pochodne nieparzystéj wskazówki, kładę 

w miejscu » i według trzeciego ogólnego wzoru 


2 
otrzymuję ostatecznie : 
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Arc (tang. = ©) 


Gi dæ _ „| 20 , (6a*—8)e" 
=J ira Uta" 3(4Fa)* 
p 002*—80«' + 32) st 
W JCETJY 
PALE LS: 

nti „  (mtl)n(n—1) A 
A E aO T E E 
(n+ 1) n(n — 1) (n — 2) (n — 3) 4 

hi 12.3.4.8 se 


(n+ 1) n (n — 1) n— 2) (n—3)(n—4)(n=5) „; ns 
i E RA U 


nti a"t1 ) 


ACR EN are *'** 
gdzie n jest liczbą parzystą. 


IV. 
Zastósowanie ogólnego trzeciego wzoru do obli- 


czenia całki: 
Er dz 


V1i—2* 
staje się mnićj ważnóm, ponieważ szereg 
da 20%, Lada 18.00" 
Ven ”' 24248 2402 
wynikający z piórwszego ogólnego wzoru jest juź do- 
statecznie zbieżnym, jednakowoż ów 
dz æ (x3-F 2) vt 
gar" (TR BASZT 
(4-09) 3(4—a7)* 
1*+12x?+6)15 (x° +30«x*+90a* + 20) 27 
RDZ: MEEN PAR ) 
6 (4— 19)? 7 (4—2)? 
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wyprowadzony z trzeciego ogólnego wzoru, naglój 
zbiega. 

Niech będzie « = 4, i weźmy cztóry tylko 
pićrwsze wyrazy w każdym z tych dwóch szeregów 
To nam daje: 


- 1 13 
5 o 
M lee ANIER E T 
LaO = 0,5235254 
2. 4 6.7.33 
arc 30” = ER g 


w 3 15% A 15% 


2841 
y ) = 0,5235944 . 
2 


7. 15 
a jest 
are 20* = Ka = 0,5235987 . . 


Tu funkcyje pochodne: 
1 


(1— x°)? 


a 


1) 


2) = ZR | 
dm)" 
2091 
(1— z)? 
6 x? + 9% 
(Ż= gs)? 
24x'*+ 7203 +9 
(2 — gy? 


3) 
4) 
5) 
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120 15 + 600 x* z 223 a 
(1 — x°) w 
720 x° + 5400 z* + 4050 x° t 225, 
(1 — z’) r 
5040 c” + 52920 «> -+ 66150 x° + 11025 x 
(1 — OWEJ SAR S 
40320 13 + 56448 x° + ARS. + 352800 011025 
(1 — 2) T 
362880 x° + 6531840 x” + 17146080 z* 
10) + 9525600 x? + 893025 x 
(1 — 27) z 
3628800 x° + 81648000 x” + 285668000 z* 
+ 238140000 z* + 44651250 a* + 893025 __ 
(1— s 


6) 


7) 
8) 


9) 


11) 


są więcój powikłane niż w poprzedzającym ra- 
zie; a wyraz ogólny szeregu jest jeszcze prostszym. 
Jest bowiem ostatecznie: 


Arc (sin = x) 
EET PZ 
V1-a* (4—2)? 3(4— z’) 

(2*4 120% +6)x* 


5(4— ai 
| BO KIE 
r m— 1) „_, p R(n—1)(n—2 (n—3) ŁA 
$ (z Pimi T ( a zę 
Wydz.matem. przyr. T. VI. 31 
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-m n (n—1 ) (n—2) (n—8) (n—4ı Cds 


EE a 
rO DONNA nN) ya 
F O E 
n (n—1) (n—2)...2. A arti 
AA E EEAS ny? /(n + 1) (4 — x’)? rt: 
ROZ (5) 


gdzie n jest liczbą parzystą. 

Z tego co poprzedza widzimy, że trzeci wzór 
ogólny do wyprowadzenia wielu innych całek sku- 
tecznie użytym być może, byle tylko szereg wyraża- 
ący całkę zawićrał łatwy do zastosowania wyraz ogólny. 


Wg 


Dwumian (a + «*)" rozwinięty według wzoru 
naszego daje szereg taki: 


(a+ r) =a" + i (m (2a + a)" a m 
3 mSS 
p” (m—1) (m—2) (2a + x) £ 
8 GU e TE 
400—1)(n—2) (n—3) Brdę (2a+ 0)" 7 a” ri 
| kewzek Kika o) 


ten szereg w niektórych EA h analitycznych 
może być wielce użytecznym. 
I tak kiedy mamy wyznaczyć piérwszą pochodną 
funkcyi F (æ), kładziemy 
F (x+ Az) — F (x) 
Aż 
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i wykonawszy tak wskazane działanie czynimy Ax =05, 
Jeżeli więc funkcyja dana jest a*, będzie 


Fila kas) HF fa a zato ało tai, 
AG a Aa Ac 


/ A 
Funkcyja a (1 ta — 1) 3 , według wzoru 
NEWTONA tak się rozwija : 


y y par 4 2 


152 
A a (A © — 1) (A x — 2) (a — 1)* 
dą 12.8 j 
Jest przeto 
Ax 
a —1 (Ac — 1) (a — 1)? 
E AEE o A 
PT Edea, (A 1 — 2) C ae ię, 
20 


i czyniąc Av = 0, otrzymujemy żądaną pochodną : 
Z NE BEN 
E N ( 1 (a — 1) + (a — 1) RE ): 


1 2 8 
W ten sposób zadanie nie jest skutecznie roz- 
wiązaném, ponieważ szereg: 


Pia (a—1)* (a—3* 
dake DEłd CRA E OE 


w rzadkich tylko przypadkach jest zbieżnym. 


LAGRANGE starał się temu zaradzić. Zważając że 
a— l BSA + (a — 1)? 
Z 2 72 


— ...=loga 
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i że 
log a = m log Va 


dla zastąpienia powyższego szeregu, dał następujący : 


log a = m log e Z ULEN 


KOR), 


który atoli nie został powszechnie przyjętym; zapewne 
dlatego że bezpośrednio z danćj funkcyi nie wynika. 


Zastosujmyż teraz do funkcyi: 


Ax Ax 
a =(1+a— 1) 


rozwinięcie dwumianu z naszego wzoru wyprowadzone. 
Będzie: 


à 1 Ax—i 
ERC moi (GF5D”_ (a—4 


Ag (Ar — 1) (Ar — 2) (Az 5 kozy 
1.2.3 a 


+ Az(As— 1) (Ac — 2) (Ax — 3) (Ac — 4) 
TE  la—=dhtA J 
SAA 1238.48 


+ 


sl Ac—1 
Sh gs (eroaa 


dac—3 
+ (Ax — 1) (Ax — 2) (a +4- 1) (a — 1) 
1. 2. 8 
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+ (Ar — 1) (Ag — 2) (Az — 3) (Ax — 4) 


(a+ 1)” " (a —1)' 
12.38.45 E 
a dla Ax = 0, ; 
raea A 


I tak otrzymujemy żądaną pochodną: 


(~) = 20 (h E + z(5=7) 


paseaj 


wyrażoną szeregiem łatwym do rachunku, zawsze zbież- 
nym i z danćj funkcyi bezpośrednio wynikającym. 
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